CONCURSUL MATE && INFO
Sectiunea MATEMATICA
Editia a X -a, 26 Aprilie 2024

CLASA a Xl-a

1. Se considerd matricea Ae M,(RR) cu det A=1. Si se arate ca urmatoarele afirmatii sunt
echivalente:
i) det(A*—A+1,)=0;
ii) det(A+1,)=6 si det(A—1;)=0.
30p

2. Fie f:[-11] >R o functie continuid pentru care exista a,be(0,1) astfel ncat
f (ax)+ f (bx)=2f (x),vxe[-11]. Sa se arate ci functia f este constantd.

30p

3. Sedau numerele reale a,b € R,a<b si functia f :[a,b] >R, continud pe [a,b], derivabila
pe (a,b),cu f(a)=f(b)=0.Sase arate ci existd ¢ €(a,b) astfel incat:
f(c)+f'(c)="f(c)f'(c)
30p

Nota: 1. Toate subiectele sunt obligatorii.
2. Timp de lucru 90 minute.
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Barem clasa a Xl-a

1. Fie 4,i=1,3 valorile proprii ale matricei A si P =det(A—Xl,) e R[X] polinomul sau
caracteristic. Deoarece grad(P) =3 rezultd ca are cel putin o radacina reala. Fie 4, e R.

i) =>ii) det(A’ —A+1,)=0=det(A-sl,)-det( A=zl,)=0= {4, 4,} ={s,2}, unde
£€C\R,&*=-1. Apoi 1=det A= 44,4, = 4 |ef =4 = P=—(X -1)(X*= X +1). Avem

det(A+1,)=P(~1)=6,det(A-1,)=P(1)=0.

i) =) det(A-1,)=0=P(1)=0=>P=(X -1)(-X*+aX +b)

MWA; =1=Db=-1. Apoi

6=det(A+1,)=P(-1)=-2(a-2)=>a=1=P=(X -1)(-X*+ X —1), de unde rezult
concluzia

2. Considerdm functia g:[a,b] > R,g(x)= f (x)—f (0), care este o functie continua pe

intervalul [a, b] , care se anuleaza in origine si (ax)+ g (bx) =29 (X),‘v’x € [—1,1].

Fie M :supﬂg (x)‘,x[—l,l]} =|g(c)|.c e[-11]. Atunci
| a(e)_Ja(ac)+o(ee)

, > <M =|g(ac)|=]g(bC)| =M woovvrrrrrrrererresessecc 15p
Repetam rationamentul pentru M =g (ac) si obtinem M =g (azc). Inductiv se obtine
M =‘g(a“c) YnelN sicum lim g(a"c)=g(0)=0, rezulti M =0, deci g=0 siin

concluzie functia f €Ste CONSTANTA. .........ecueiiieiiiieieie e 15p

x—f(x)

3. Se aplicd teorema lui Rolle functiei g:[a,b] >R, g(x)=f (x)-&" " s 30p



