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Problema 1. Se considerd cubul ABCDA'B'C'D’ si fie pe segmentul [BC'] un punct variabil P,
iar punctele M si N sunt proiectiile punctului P pe dreptele B'C’ si BB'.

a) Sa se determine pozitia punctului P, astfel incdt suprafata poligonului obtinut prin intersectia
cubului cu planul ce contine punctele M, N si este perpendicular pe planul (BCC") sd isi atingd valorile
extreme.

b) Determinati distanta dintre dreptele AD si BD'.
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Solutie: a) Patrulaterul M PN B’ este dreptunghi, de unde rezulta (B’P) = (M N). Aria sectiunii
este egald cu MN - A’B’ = B'P - A’B’, si este minima cand B’P este minima, adica B'P 1. BC’, iar
aria este maxima cidnd B’P este maxima, adicd B’P = B’C’. Minimul se obtine cind P este centrul
fetei BCC'B’, iar maximul se realizeazd cand P =C'....... .. ... i, (2p)

b) Fie T mijlocul lui AD si R mijlocul lui BD’. Aratadm c& TR reprezintd d(AD, BD’). Pentru
aceasta vom arata cd TR L AD, respectiv TR 1. BD'.

Intr-adeviir, in AD'TB isoscel (D'T = TB din congruenta triunghiurilor dreptunghice D'T'D si
ATB), iar TR mediand, deci si indltime, adicA TR L BD'. ... ..ot (2p)

(Figura)

Analog, in ADRA isoscel (RD = RA, din proprietatile diagonalelor in cub), cum RT mediana si
inaltime, rezultd c& RT L AD. ... ... o (1p)


https://www.geogebra.org/3d/y4vwczwe

Consideram lungimea segmentului AB = 2a. Aplicand teorema lui Pitagora in AT RA dreptunghic,
in care AT = a, AR = a/3, vom obtine & TR = av/2.......coooiii i (2p)

Problema 2.  Determinati cel mai mic numar natural prim p pentru care ecuatia

{5%—10} {51‘—10} P
3 3 3

admite solutii in 7.
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5z — 10
natural. Avem m -n = g sim+n= i e (2p)

3
Prelucrand aceste relatii, obtinem ca 5z — 10 = 3m + 3n sin = 3£, adica bz — 10 = 3m + L
m m

Solutie: Fie m = { } Deoarece n > 0 rezulta ca m > 0, deci m este

A o P 9o A . . . .
Cum =z este Intreg, deducem ca — este numar Intreg, dar m este natural si p este prim, deci obtinem

m
T E L D et (2p)
Pentru m = 1 obtinem n = ‘g, dar cum n € [0,1) rezulta cd p < 2. Asadar, in acest caz avem p = 2

Sl = 2 (1p)
) 1 . ¢ 3p+11 N .

Pentru m = p obtinem n = - si rezultd ca = = E dar cum z este intreg deducem ca

p = 5k + 3, pentru un k intreg. Astfel, in aces caz avem p=3siz=4. ... (1p)
In concluzie, cel mai mic numar natural prim p pentru care ecuatia data admite solutii in Z este

D (1p)

Problema 3.  In tetraedrul M AT FE, laturile opuse au lungimile exprimate prin numere naturale cu
produsul 8. Aflati volumul tetraedrului.
Mihaela Berindeanu, Gazeta Matematica

Solutie: Din enunt, MA-TE = MT - AE = AT - ME =85si,cum 8 =1-8 sau 8 = 2 -4 deducem
cd lungimile laturilor apartin multimii {1,2,4,8}. ... ..o (2p)
Dacé avem o muchie de lungime 1, atunci, de exemplu, MA =1, TE = 8, iar |[MT — AT| < M A
si | ME — AE| < M A implica MT = AT, ME = AE. Apoi, ME + MT > ET aratd cd ME > 4 sau
MT > 4, deci este posibila doar situatia in care muchiile care pornesc dintr-un varf au lungime 8, iar
celelalte muchii au lungime 1. .. ... .. . e (1p)
Daca nicio muchie nu are lungime 1 atunci exista trei muchii de lungime 2 si trei muchii de lungime
4. In cazul in care cele trei muchii de lungime 2 ar porni din acelasi varf, atunci am avea o fata cu
muchii de lungime 2, 2 si 4 — imposibil. Raméane astfel doar cazul cand o fata are muchiile de lungime

2, iar celelalte muchii au lungime 4. ... . (2p)
Asadar, cazurile posibile conduc la o piramida regulata cu latura bazei de 1 si muchia laterala 8
sau cu latura bazei de 2 si muchia laterald de 4..... .. ... . i (1p)

In cazul cand muchia laterala este m si muchia bazei este b, inaltimea tetraedrului este h =

7 _ 32 b2\/3mZ — b2
% si volumul este V = 3T72 ................................................. (1p)



