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Problema 1.  Se considera triunghiul ascutitunghic ABC' si D, E| respectiv F' trei puncte pe laturile
BC, AC respectiv AB astfel incdt dreptele AD, BE si CF sunt concurente. Consideram A’ punctul de
intersectie dintre dreptele paralele la laturile AC, respectiv AB prin varfurile B, respectiv C'. In mod
analog definim si punctele B', respectiv C'. Demonstrati cd dreptele A’D, B'E si C'F sunt concurente.

Prelucrare Gazeta Matematica

Solutie: Fie {M} = AD'NB'C', {N} = BENA'C' si {P} = C'F N A'B’. (Figura 1)

(Figura 1)

In triunghiul M A’B’ avem DC || MB', iar conform teoremei fundamentale a asemanirii obtinem

AC DC

5 - ME Cum patrulaterele BAC A’ si ABC B’ sunt paralelograme, deducem ca A’'C' = CB’, de
DC 1

unde avem ca VB~ 3 Astfel, B'M =2DC. (1) ..ot (1p)

In triunghiul MC’A’ avem DB || AC’, iar conform teoremei fundamentale a asem&nirii obtinem
A'B BD
To = A Cum patrulaterele ABA'C' si CBC'A sunt paralelograme, deducem cd BA' = C'B, de
BD

1
unde avem ca Ve = 3 Astfel, MC' = 2BD. (2) ..o (1p)


https://www.geogebra.org/m/uw8xtzzf

In mod analog obtinem ci C'N = 2AE, NA' = 2EC, A'P = 2BF si PB' = 2AF. (3)........ (2p)
Din (1), (2) si (3) obtinem ca

B'M C'N A'P 2DC 2AE 2BF _
MC'" NA’ PB' 2BD 2EC 2AF
deoarece dreptele AD, BE si C'F' sunt concurente, iar conform teoremei lui Ceva avem

DC AE BF _
BD EC AF

1.

Asadar B'M C'N A'P
’ "MC' NA PB
A'D,B'E g1 C'F SUNt COMCUTEIEE. . . ..ottt ettt e ettt e et e e (3p)

= 1, iar conform reciprocii teoremei lui Ceva, concluzionam ca dreptele

Problema 2.  Aflati numerele naturale nenule a, b, c pentru care 2% 4 2° +2°¢ + 3 este pdtrat perfect.
Cosmin Manea, Dragos Petricad, Pitesti, Gazeta Matematica

Solutie: Daca a,b,c > 2, atunci 2% 4 2% 4 2¢ 4 3 d& rest 3 la impartirea cu 4, si un asemenea numér

NU eSte PALTAt PEITECT. .. ..ottt (1p)
Dacd a = b= c =1, atunci 2% 4+ 2° + 2°¢ + 3 = 32, deci acest caz convine..................... (1p)
Daca exact doua dintre numerele a,b,c sunt egale cu 1, de exemplu ¢ = b = 1,¢ # 1, atunci

20 420 1 2¢ 13 =2°4 7 da res 3 la impértirea cu 4, deci nu e patrat perfect................... (1p)

Dacé unul dintre numere este egal cu 1, de exemplu a = 1,b, ¢ # 1, atunci 2442042643 = 20 +2¢ 45
si distingem cazurile:

1. daci b, ¢ > 3, atunci 2° + 2° 4 5 di rest 5 la impartirea cu 8, deci nu este patrat perfect;
2. dacd b= c = 2, atunci 2° + 2° 4+ 5 = 13 nu este patrat perfect;................. ... ... .. (1p)

3. dacd unul dintre numerele b si ¢ este egal cu 2, iar celdlalt mai mare ca 2 (consideram b = 2),
atunci 2° + 2¢ + 5 = 2¢ + 9 si discutam subcazurile

(a) daca c este impar, 2+ 9 = (3 — 1) + 9 d& rest 3 la impértirea cu 3, deci nu este patrat
perfect;

(b) daci c este par, ¢ = 2d, cu d € N, iar 2 + 9 = k? se scrie k? — 224 = 9, adica (k —
24)(k+2%) = 9. Cum k +2¢ > 0, rezultd ca 0 < k — 2¢ < k + 29 < 9. Astfel, obtinem ci
E—20=1,k+29=9,deunde k =5,d=2,adich c =4..........ccocoviiiieiiiii.. (2p)

In concluzie, solutiile sunt a = b= ¢ =1si {a,b,c¢} = {1,2,4}. .....oooviiiiiii. (1p)

Nota. Pentru simpla enuntare a solutiilor se va acorda 1 punct.

Problema 3. Consideram un triunghi scalen ABC, (AD bisectoarea unghiului <BAC, BB’ si
CC'" indltimile din B si C, B' € AC,C" € AB. Fie H ortocentrul triunghiului ABC, M mijlocul
segmentului [BC| si N miglocul segmentului [B'C’] si P intersectia dreptelor MN si AD. Demonstrati
ca HP 1 AD.
Daniel Vacaretu,
Concursul Interjudetean de matematica si informatica ”Grigore Moisil”

Solutie: Consideram w cercul circumscris triunghiului ABC' si notdm O centrul acestuia. (Figura
1
2) Fie {S} = AD Nw. Cunoastem ca {S} = DM Nw, deoarece {BOM = <BAS = 3 JBAC.

Triunghiul OBC este isoscel si M este mijlocul segmentului BC, deci OM 1L BC, iar cum AA’ L
BC deducem cd OM || AA". Astfel, OSA = xSAA’ (alterne interne)

Cum OAS este isoscel de baza AS deducem cd ¥OSA = SOAS, si astfel SOAS = g A'AS.
Notam cu o = <BAA’, $ABA’ = 90° — a. Cum <OAS = SA’AS si <BAS = 9CAS obtinem
FBAA = FOAC = . (1) oo (2p)



Cum BCB’C’ este un patrulater inscriptibil, rezultd cd < AB'C’ = ¥ ABC = 90° — a, si folosind
relatia (1) deducem c& AO L B/C’. (2) « ot (1p)
Din teorema medianei in triunghiul dreptunghic BCC’, pentru mediana corespunzatoare ipotenuzei

1 1
obtinem C'M = 3 -BC'. Proceddm in mod analog pentru triunghiul BB’C' si obtinem c& B'M = §~BC,

adica C'M = B’M. Cum N este mijlocul segmentului B’C” si triunghiul M B’C” este isoscel de baza
B'C" 1eztltis ¢ MN L B/CT. (3) oo oo (1p)

(Figura 2)

Din (2) si (3) deducem c& AO || MN. Fie {Q} = MN N AA’. Astfel, ¥QPA = <PAO (alterne
interne) si cum <QAP = < PAO obtinem cd <QAP = <QPA, adica triunghiul APQ este isoscel. (si
deci AQ = QP) (4)

Cum AQ L BC,OM L BC si AO || QM obtinem ca patrulaterul AQMO este paralelogram, si
prin urmare AQ = OM. .. ..o e (1p)

Fie H' simetricul punctului A in raport cu punctul M. Astfel, HBH'C este un paralelogram
si prin wmare BH || H'C si HC || BH'. Cum BB’ 1 AC deducem ca < ACH' = 90°. Analog,
JABH' = 90°. Asadar, punctele A, O si H' sunt coliniare, iar cuam OM este linie mijlocie in triunghiul

1
AHH' obtinem cd OM = 3 -AH.

1
Astfel, AQ = QH =OM = 3 - AH si folosind (4) rezulta ca AQ = QH = QP. Conform reciprocii
teoremei medianei, concluziondm ca triunghiul APH este dreptunghic in P, adica HP 1 AD. .. (2p)


https://www.geogebra.org/m/yc72yzx9

