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Problema 1. a) Un tablou sub forma de patrat se imparte in 100 patratele identice, distribuite
pe 10 linii si 10 coloane. Avem la dispozitie 10 cartonase, numerotate diferit, cu cifre de la 0 la 9.
Pe tablou trebuie sa asezam doud cartonase, avand suma 10 in pdtratelele situate pe linii si coloane
diferite. Determinati numarul de posibilitati de asezare a acestor cartonase.

b) Sd se arate cd nu existd numere naturale x,y, z astfel incat x> +y? + 2%+ x + 3y + 5z = 2025.

Colectia Gazeta Matematica

Solutie: a) Suma cifrelor de pe tablou trebuie sa fie egald cu 10, exista doar 4 perechi de cartonase

care se pot plasa pe tablou {(1,9);(2,8);(3,7);(4,6)}. «.oviirimii i (1p)
Primul cartonas se amplaseaza intr-un patratel oarecare, deci avem 100 de posibilitati de amplasare a
Y11 11§ T P (1p)

Cel de-al doilea cartonas poate fi asezat oriunde pe celelalte 9 linii si 9 coloane ramase. Deci, 81 de
posibilitati de amplasare a acestuia.
Cu alte cuvinte, pentru o pereche de cartonase exista 100 - 81 = 8100 de variante de amplasarea a

Y e ] o) P (1p)
Cum avem 4 perechi posibile, avem in total 4 - 8100 = 32400 variante. ......................... (1p)

b) Dacd x,y,2 € N, atunci 22 si x au aceeasi paritate, y? si 3y au aceeasi paritate si 22 si 5z au
ACEEAST PATIEALE. ...ttt (1p)
Suma dintre doud numere de acceasi paritate este mereu un NUMAr Par. ..........c..couvvnen... (1p)
Astfel 2025 = 2% + x + y? + 3y + 22 + 5z = par + par + par = par. (absurd!), deoarece 2025 este
11013 72 (1p)
Problema 2. a) Se considerd numerele naturale x,y, z, care satisfac egalitatea

13z + 8y = 5z. Demonstrati cd numdrul (x + y)(y + 2)(z + ) este divizibil cu 130.
b) Numerele naturale nenule m si n au proprietatea cd numdrul m?°16 +m + n? este divizibil cu
numdrul mn. Ardtati cd m este pdtrat perfect.

Aparaschivei Tudor, elev, Suceava

Solutie: a) Adaugand 5y In ambii membri ai relatiei, obtinem cad 13(z + y) = 5(y + 2).
Cum 5 divide 13(z + y) si (5,13) = 1, atunci 5 divide x + y, atunci = + y = 5a.

Cum 13 divide 5(y + z) si (5,13) = 1, atunci 13 divide y + z, atunci y + 2 =13b. .............. (1p)

Addugand 5z in ambii membri ai relatiei obtinem ca 2(9z + 4y) = 5(z + x).

Cum 2 divide 5(z + ) si (2,5) = 1, atunci 2 divide z +x, atunci z+x =2¢. ....cooviiiii... (1p)

Obtinem ci (z +y)(y + 2)(z + ) = 130abe. Cum a,b,c € N, atunci (z + y)(y + 2)(z + z) se divide cu

130 e (1p)
b) Fie (m,n) =dsia,beN? (a,b) =lcum=d-a,n=d-b ....ccooeeiiiiiiiiiiieeiin.. (1p)



mn | m?°1% +m 4 n? =

d2ab | d2016a2016 —|—da+d262 —
dab | d****a®"¢ 4 q + db* =
d | d2015a2016 +a+ db2

Dar cum d | d?015a2%16 gi d | db?, atunci d | @. ......ooiiii (1p)
De asemenea, a | d?015¢2016 + g + db?, dar a | a®°164%°15 + . Cum a | db?, (a,b) = 1, atunci a | d (1p)
al|dsid]a,atunci a = d, deci m = ad = d>.

Astfel, m este patrat perfect. .. ... ... (1p)

Problema 3.  Se considera triunghiul ABC, AD indltime si AD = BC. Pe perpendiculara in C' pe
dreapta BC' se considerda un punct E astfel incat E si A sunt de aceeasi parte a dreptei BC. Notam
cu H punctul de intersectie a dreptelor AD si BE. Aratati ca EC = DC' dacd si numai dacd H este
ortocentrul triunghiului ABC'.

Gheorghe lacob, Pascani, Gazeta Matematica

Solutie: "==" Demonstram ca daca EC = DC, atunci H este ortocentrul triunghiului ABC.
Avem ANADC = ABCE, pentru ca AD = BC (din ipoteza) si DC = CE (din ipotezd). ....... (2p)

(Figura )

De aici rezulta ca ¥ DAC = <CBE. Cum < DAC+ < ACD = 90° deducem ca <CBF + <BCF =
90° si atunci, in triunghiul BCF, 4BFC = 90°, deci BF este naltime in triunghiul ABC. Cum si
AD este naltime in triunghiul ABC rezulta H este ortocentrul triunghiului ABC. ............ (2p)

7<=" Demonstram acum ca dacd H este ortocentrul triunghiului ABC', atunci EC = DC'. Daca
H este ortocentrul triunghiului ABC atunci BF | AC si atunci <CBF = <DAC = 90° — < BCA.
(1p)

De aici si din BC' = AD rezultd ca AADC = ABCE, fiind dreptunghice. Atunci DC' = CE.(2p)


https://www.geogebra.org/geometry/mn4cndwx

