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Problema 1. a) Intr-o clasa, dacda ar pleca un bdiat si ar veni doud fete, atunci
numdarul baietilor ar fi egal cu % din numarul fetelor, tar daca ar pleca o fata si ar veni
doi baieti, atunci numdrul baietilor ar fi egal cu numdrul fetelor. Cdti bdieti si cdte fete
sunt in clasa?

b) Demonstrati ca exista un singur numar natural n, astfel incat n,n + 2,

n+6,n+ 14,n + 18 sa fie simultan numere prime.
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Solutie: a) Fie b si f, numarul de baieti, respectiv numarul de fete.

Formalizand relatiile din enunt, rezulta ca b — 1 = @ sib+2=f—-1........... (1p)
Obtinem ca f = b+3, atunci b—1 = @, de unde obtinem ca b = 13 baieti, iar inlocuind
In f=0+3, f=161fete. ... (1p)

b) In functie de restul la impartirea la 5, numarul n poate fi: My, Ms + 1, M5 +
2, Mg+ 3, My 4 4. o (1p)

Daca n este Ms, atunci n = Ms;

Daca n este M5 + 1, atunci n + 14 = Ms;
Daca n este M5 + 2, atunci n + 18 = Ms5;
Daca n este M5 4+ 3, atunci n 4+ 2 = Ms;
Daca n este Ms 4 4, atunci n 4+ 6 = Ms.

Cu alte cuvinte, unul dintre numere va fi mereu multiplude 5. ............... (1p)
Daca n > 5, atunci numarul care va fi multiplu de 5 va i mai mare decat 5 si deci nu ar
fi numar prim. Atunci pentru orice n > 5 gasim un numAar compus. ............... (2p)
Prin tratarea cazurilor n =1, n =2, n =3, n =4, n = 5, obtinem cd n = 5 este singura
SOLULIE . L. (1p)
Problema 2. a) Fie ay,as, ..., a2 numere naturale nenule si un numar n definit
prinn = (a1 + a2)(az + as) - ... (a2024 + a2025)(a2025 + a1). Demonstrati ca n este par si

aflatt restul obtinut la impartirea cu 5 a numarului N = 4" — 1.
b) Pe o masd sunt 2025 cartonase, pe o fata albe, pe o fata rosii. Le aranjam in
ordine crescatoare cu fata alba in sus, si procedam dupa wrmatorii pasi:
Pasul 1: Se intorc toate cartonasele pe fata rosie.
Pasul 2: fncepfmd cu 2 si mergand din 2 in 2 se intorc cartonasele pe cealalta parte.

Pasul k: fncepfmd cu k st mergand din k in k se intorc cartonasele pe cealalta parte.
Determinati cdte cartonase vor fi cu fata rosie in sus dupa 2025 de pasi.



Aparaschivei Tudor, elev, Suceava

Solutie: a) Consideram un al 2026-lea termen, unde agp2¢ = a1. Daca o suma de
tipul ap + axy1 este un numar par, atunci n este siel par. ........... .. ... (1p)
S& presupunem ca ag + agy1 este impar Vk = 1,2025.
a1 +ags =2k +1
as +az =2k + 1
as +ag = 2ks + 1

a2024 + a2025 = 2kg024 + 1

a2025 + a2026 = 2k2025 + 1

Insuméand aceste relatii, obtinem ca 2 (a; + ag + ...+ ag025) = 2 (k1 + ko + ... + koo2s) +
2025.

Absurd! Deoarece termenul stang e par, insa cel din dreapta este impar. Atunci n este un

NUMAT PAT SAU T = 2K.. .ottt (1p)
N =4"—1=4% —1, atunci U(N) =U(4%* —1) =U(4?)) =1 =6 — 1 = 5. Astfel, N da
restul 0 prin Impartirea la 5. .. ... (1p)

b) La fiecare pas k, cartonasele cu numar de forma My, se intorc. La final, un cartonas
care s-a intors de un numaér par de ori va fi alb, iar unul care s-a intors de un numar impar
de ori va fi TOSU. « .ot (1p)
Deoarece fiecare numar k de la 1 la 2025 intoarce toti multiplii sai, observam ca fiecare
numar e intors de un numar de ori egal cu numarul divizorilor sai (fiecare divizor determina

o schimbare a fetei). ....... ... e (1p)
Cu alte cuvinte, numerele care dupa 2025 de pasi s-au intors de un numar impar de ori,
sunt numerele care au un numar impar de divizori, deci sunt patrate perfecte. ..... (1p)
Cum 12,22, ... 452 < 2025, atunci sunt 45 de cirti cu fata rosie in sus. ............ (1p)

Problema 3. a) Scrieti numdrul 3513 ca sumd de trei patrate perfecte.

b) Determinati numerele prime p si q, stiind cd exista x,y € N*, astfel incat
p=a?+y*+5siqg=a2+y.
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Solutie: a) Observim c& 35 =1+9+25=12+32+52. ... ................. (1p)
352013 _ 35 . 352012 _ (12 +32 4 52) (351006)2 _ (351006)2 + (351006 . 3)2 + (351006 ) 5)2’ o
suma de patrate perfecte. . ... ... .. (1p)
Cele 3 patrate perfecte sunt: (351006)2 , (351006 . 3)2 , (351006 . 5)2. ................. (1p)

b) Numerele 22 si 23 au aceeasi paritate.

Numerele y? si y au aceeasi paritate.

Atunci si 22 + y? si 2% + y au aceeasi paritate. ..............oiiiiiiii (1p)
Insi p = 22 + y? + 5 si ¢ = 2% + y au parititi diferite. ............................. (1p)
Cum p si ¢ sunt numere prime, atunci fie p =2, fleq=2. ....... ... .. . ... (1p)

Cum p > 5, atunci ¢ = 2, de unde obtinem ca z =y =1, astfel ca p = 7.
Solutia finald este p =781 g =2. ... . (1p)



