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Problema I (10 puncte) .  

Fie (𝐺, . ) grup și fie  m și n două numere naturale, nenule, prime între ele. Arătați că, dacă  funcțiile 

 𝑓: 𝐺 → 𝐺, 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑚+1 și   𝑔: 𝐺 → 𝐺, 𝑔(𝑥) = 𝑥𝑛+1 sunt endomorfisme surjective, atunci grupul G este 

comutativ. 

Solutie - Din oficiu 1 p 

Întrucât f este morfism, avem că (𝑥𝑦)𝑚+1 = 𝑥𝑚+1𝑦𝑚+1, adică , (𝑦𝑥)𝑚 = 𝑥𝑚𝑦𝑚 ,oricare ar fi x și  y  

din  G                                     2 p 

Cum   𝑦𝑚+1𝑥𝑚+1 = (𝑦𝑥)𝑚+1 = (𝑦𝑥)𝑚(𝑦𝑥)=𝑥𝑚𝑦𝑚+1 𝑥, rezultă  𝑦𝑚+1𝑥𝑚 = 𝑥𝑚𝑦𝑚+1               2 p 

Deoarece f este surjectivă, ultima relație arată că 𝑥𝑚 comută cu orice element din G                     2 p 

În mod analog, se obține că 𝑥𝑛 comută cu orice element din G                                                       1 p 

Întrucât  m și n sunt prime între ele rezultă că  x  comută cu orice element din G, deci G este grup 

comutativ.                                                                                                                                          2 p 

Problema a II-a (10 puncte) 

Se consideră funcția 𝑓: 𝑹 → 𝑹  care admite primitive, iar F o primitivă a sa, pentru care: 

a) 𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 1)𝑒−2𝑥 + 2𝐹(𝑥) 

b) f(0)=5 

Determinați  funcțiile F și f. 

Solutie- Din oficiu 1 p 

Din  𝑓(𝑥) = (𝑥2 + 1)𝑒−2𝑥 + 2𝐹(𝑥), F primitiva a funcției f ⇒ 
F′(x) − 2𝐹(𝑥) = (𝑥2 + 1)𝑒−2𝑥  /𝑒−2𝑥 ⇔ (𝐹(𝑥)𝑒−2𝑥)′= (𝑥2 + 1)𝑒−4𝑥                                                   2p 

⇔ 𝐹(𝑥)𝑒−2𝑥 = ∫(𝑥2 + 1)𝑒−4𝑥dx⇔  𝐹(𝑥)𝑒−2𝑥 = 𝑒−4𝑥 (−
𝑥2

4
−

𝑥

8
−

9

32
) + c                                            3p       

Înmulțim cu 𝑒2𝑥 și obținem 

𝐹(𝑥) = 𝑒−2𝑥 (−
𝑥2

4
−

𝑥

8
−

9

32
) + c 𝑒2𝑥                                                                                                1p 

Calculând derivata se obține:  f(x)= 𝑒−2𝑥(
𝑥2

2
−

𝑥

4
+

7

16
) + 2𝑐𝑒2𝑥                                                            1p 

Din f(0)=5 ⇒𝑐 =
73

32
                                                                                                                                                           1p 

𝐹(𝑥) = 𝑒−2𝑥 (−
𝑥2

4
−

𝑥

8
−

9

32
) +

73

32
 𝑒2𝑥 

 

f(x)= 𝑒−2𝑥(
𝑥2

2
−

𝑥

4
+

7

16
) +

73

16
𝑒2𝑥                                                                                                        1p 

 
 
 




